Mathematik LK 12 M2, 1. Kursarbeit — Integration — Lésung 25.09.2017

Aufgabe 1: Integral-, Flachen- und Volumenberechnungen

1.1 Erklare den Zusammenhang und die Unterschiede von Integralrechnung und
Flachenberechnung. Beschreibe, welche Auswirkungen das auf die Flachenberechnung hat.

Die Flache unter dem Graphen wird in Sdulen unterteilt. Bei Integralberechnung kann die Héhe der
Saulen auch negativ sein, bei der Flachenberechnung nicht. Als Konsequenz muss fur die
Flachenberechnung das Integral an den Nullstellen in Teilintegrale unterteilt werden und die
Betrage Teilintegrale addiert werden.

1.2. Berechne

(1 1 4] 1
£ N I O T S G U
2.1 J"l4xdx_[16x]_l ! 16( 1)'=0
1.2.2 fcos sm( )] =sin(m)—sin(0)=0
K K 1L 1 1
1.2.3 flog2(2~‘)dx:jxdx:l—le =—(-2)~=(-4)=2-8=—6
% Y 27 L, 2 2

1.3. Berechne den Flacheninhalt der Flache zwischen dem Graphen der Funktion £ und der x-
Achse im Intervall [a,b].

. 3
34 f(x)=sin(x) ; a=0 ; b=2" Nullstellen im Intervall [0;1,5x]: x,=x. Also

— 2
f sin(x)dx|+ frcsm )dx —‘ —cos ( ‘ ‘ —cos(x)[”"
=|—cos(m)—(—cos(0))|+|—cos(1,57)—(—cos (x))|=|-(—1)—(—1)[+|-0—(-1)[=2+1=3

1.3.2 f(x)=(x+2)(x—1)(x—4) ; a=1 ; b=4
Nullstellen: x,=1;x,=4;x,=—2. Keine dieser Nullstellen liegt im Intervall ]1;4][.

f(x)=(x+2)(x—1)(x—4):x3—3x2—6x+8 Also

1 1
= 4'~4-3.4°+8-4— ——1-3+8
4 4

3x°—6x+8dx

=|llx4—x3—3xz+8x]
4

1

=|4—64—48+32-0,25+1+3—8|=|—16—4,25|=|—20,25|=20,25
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1 x

1.4. Das Bild rechts zeigt den Graphen der Funktion f( ) x—1 3 b
Berechne den Flacheninhalt der markierten Flache (y-Achse von 1 bis 3). il
Zwei Losungsmdglichkeiten: L5
1
1. Unterteilen der Flache in ein Rechteck links bis zu der Stelle, an der f 05

den Funktionswert f(x):3 hat. Die zweite Flache geht von dieser
Stelle bis zu der Stelle, an der f den Funktionswert f(x)=1 hat, und %J SEE I
liegt zwischen fund g(x)=1.

3
2. Bilden der Umkehrfunktion und Berechnung von _ff_l(x)dx.
1

Umkehrfunktion: yZﬁ < y(2x—1):1 = 2x—1:% = 2x:1+% = x:%+$

Wir haben die Briiche nicht zusammengefasst, da die Stammfunktion so leicht zu finden ist.

_ +1
Also fl(x):);—x. Die Nullstelle liegt bei x,=—1 und die Polstelle bei x=0. Zur

Flachenberechnung muss das Integral also nicht unterteilt werden.
a=|[ L4
12
1.5. Fur die folgenden Teilaufgaben 1.4. betrachten wir die Funktionen

1
f(x):x3_9x2+24x—16 und g(x):—§x+5

—[EHZ ln(2x)r: !

1

dx

2Xx

1.5.2 Berechne den Flacheninhalt der Flache, die von den Graphen von fund g und von den
beiden Koordinatenachsen begrenzt wird.

Gesucht ist die markierte Flache. (Die Flache rechts von >
X,=4 wird nicht von der y-Achse begrenzt). 4
Nullstellen von fund g: .

0=x.-9x:4+24x,—16 = x,=1 durch Probieren. :

(X’ —9x*+24x—16):(x—1)=x"-8x+16 4

_( 3 2)

)

—8x’+24 x—16
—(=8x"+ = 0=x.—8x,+16=(x,—4) = x,=4 doppelte NST.
16 x—16
—(16x—16)
0 OZ—%xn+5 < —5:—%)6,1 < x,=10

Differenzfunktion h(x)=g(x)-f(x)=—0,5x+5—(x’—9x°+24x—16)=—x"+9x’—24,5x+21
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Nullstellen Differenzfunktion: 0=—x.+9x.—24,5x,+21 = x,=2 durch Probieren.

(—x’+9x*—49/2x+21):(x—2)=—x"+7x—10,5

_(_ 340 2] -
7x°—24,5x+21 = 0=—x'+7x,—10,5 = x5,6=3,5i\/(—3,5)2—10,5=3,5i\/—27
—10,5x+21 = X5~2,18 ; x,~4,82
—(=10,5x+21)
0
1 2
Unterteilung in Teilflachen: A,=|[ g(x)dx| und A,=|[(g(x)—f(x))dx
0 1
1 1 1
Alzf —lx+5 dx|= —lx2+5x = g—0 =19
o\ 2 4 o |4 ] 4

1

=|13-11,5

=1,5

A,=|[ [g(x)=f(x))dx :“—’;—4+3x3—12,25x2+21xl

0

A=A +A,=4,75+1,5=6,25

1.6 Untersuche, ob die Flache, die zwischen
dem Graphen Funktion f(x)=e * und den
Koordinatenachsenachsen im ersten
Quadranten liegt, einen endlichen
Flacheninhalt hat, und berechne ggf. diesen
Flacheninhalt.

Gesucht ist die markierte Flache.

A:T e “dx=lim jl e “dx=1lim [—e_"]z
0

X0 0 X0

lim—e*—(—e°)=0+1=1

X0

f(x)

Gib die Funktionsgleichung einer anderen Funktion an, bei der die
entsprechende Flache den gleichen Flacheninhalt hat.

_[1 firx<1
0 fiirx>1

z.B. g(x):—%x+1 oder h(x)
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1.7 Stelle mit Hilfe der Integralrechnung eine Formel zur : "g(x)
Berechnung eines Kegelstumpfes mit der Hohe h, dem Radius R

der Grundflache und dem Radius 1, der Deckflache.

Kontrollldsung: V:%- h-(R*+Rr+r’)

Die betrachtete Funktion ist eine Gerade durch den Ursprung

g(x)=mx+n mit m=2"" ind n=r, also g(x)= X+r.

h

Das Volumen des Rotationskorpers ist

V=n Zg( Pdx=V= Jrf( ; )x+r) dx= nf 7 il 2+2<Rlzr)xr+r2dx

(R-r) 5 (R-r)r Parly

e (R r) Hy (R—r)r

h2+r2h(0+0+0))

T ERRRY. "\ 3r h
_ (1 1 2|_ 1 2 2
(5( r)’h+(R—r)rh+r’ h) (§ R—r)r+r )_gnh((R—r) +3(R—r)r+3r )
1 1
mh| R =2 Rr+r*+3Rr =3r'+3r"| =g mh(R® +Rr+r)

Aufgabe 2: Integrationsmethoden

Berechne die folgenden Integrale (ggf. mit der angegebenen Integrationsmethode) oder bestimme
die Stammfunktionenschar.

3x+1
21 f dx mit Hilfe der Partialbruchzerlegung.
4x°—x—2

. 1[» x 1
C4xP—x—2=—x*=2_=
Linearfaktorzerlegung: 4x™ —Xx 4 (x 472

_.2 X 1 1 1_1 \/1 32_1 J129 1+¢33
O—X - = Xl/Z—_i —t—=—t | —+—
4 2 8 V64 2 8 164 64 8 8 8
Also 4x2—x—2:l x—l_@ . x—1+\/ﬁ
4 8 8
3x+1  _ 4(3x+1) — A + B
Hauptgleichung: 4x°—x—2 X_l—\/ﬁ (. 1+v33 X_l—\/ﬁ X_1+\/£
8 8 8 8
Das flihrt zu der Hauptgleichung: 12><+4:A(x—1_—¢33 +B x—1+8dﬁ)
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Setze x:xlz(x—l_é/ﬁ) Damit 12(1—\/§)+4:B(1_§/§—1+5/33)
12 1-133 +4 _
8 3 _18—24/33
= — ——=B © B=——"—"-
1-+/33-1-+/33 3
8
Setze x:x2=(x—1+;3/§) Damit 12(1+J§)+4:A(1+g33—1_533)
12(1+F’)+4 5
- _ A o A—18+2V33
1+1/33-1+4/33 3
8
[ 32x+1 dx=[ 18+2\/33 dx f 18—2@ d
Also ¥ 4x*—x—2 (
3| x—
8
:18+§«/§.ln(x_1—;/§ +18_§‘/§-1n(x—1+;/§)+c

N
)

f(xln(x)—x)dx mit Hilfe der partiellen Integration.

f(xln(x)—x)dx:fxln(x)dx—fxdx fxdx=x§+C1

X’ x 1 X X X’ 1
fxln(x)dXZEln(x)—f? ;dx—?ln( x)— fEdXZ?ln( )_ZX +C—4 (2In(x)—1)+C,

2 2

f(xln(x)—x)dx=fxln )dx — fxdx— 2(2ln( )—1 )—?+C—4(21n( x)—3)+C

4
2.3 f ! dx mit Hilfe einer geeigneten Substitution.
5 4x—6
Substitution: z=4x—6 und Ableitung: d——4 < dx—%
dx 4
1 dz _ 1 _1 B

=/

jj4x - l n(4x— 6] 411(ln(4-4—6)—ln(4-2—6)):%(ln(10)—1n(2))
1
4

= 1n(m):—1n(5)mo,4024
2| 4
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L
V2

“ 5

mit Hilfe einer geeigneten Substitution.

dx
1_

Substitution: x=sin(z) Z—)Zczcos( z)e dx=cos(z)dz

. (7 1 -
Grenzen: sin(a)=0=>a=0 Sln(b):ﬁzb:E

4

g 3 . 5 /
x= -cos(z)dz= -cos(z)dz=| 1dz=|z]; =n
'([ - J;\/l—sm ( ) { s(z) { P4
2.5 f 1 dx mit Hilfe der Substitution x=2 -1
=TT 34347 Z
2 2 2 2
Substitution: == 2222 (22 1)-2 4z 2% t2_z +21
dz 4z 4z 27
2
5 1 z +21 s
d dz Damit 21\ 2z
z 3+3
2z
1 _ 1 _ 1 _ 1
NR: \/3 NE ? \/12z2+3_z4—2z2+1 \/1222+ 3z'—62+3 \/3z4+ 627+ 3
¥ 2z 47" 47° 4z* 47°
2z _ 2z _ 2z

_\/3~(z4+ 277+ 1)_\/3~(zz+ 1)2_\/5-(22+ 1)

2z z +1
Weiter: d— 73
| J'\/3-(zz+ ) 27° f }
2 -
Riicksubstitution: x:ZZ_l o 2xz=7—1 & 2=2xz—1=0 = z,,=x+\x’+ 1
z
2 .
Damit: f 1 dx:ln(xi VX +1):arcsm_h(x)
V3+ 3% V3 V3
2.6 f *(x fcos x)cos(x)dx=cos (x)sin (x )—f( sin(x))sin (x ) dx

| cos*(x)dx=cos (x)sin )+f1dx fcos )dx=cos(x)sin(x )+ x+C,— [ cos*(x)dx

o ZIcos )dx=cos(x)sin( +f1dx fcos )dx=cos(x)sin(x)+x+C,

< | cos® x)dxzi(cos(x)sm(x)+x)+c (mit C=C,/2 )

) dx (
| cos*(x)dx=cos(x)sin(x)+ [ sin®(x)dx=cos (x)sin(x )+ [ 1-cos’(x)dx
x) )sin
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07 j 7x +12x°+4x— 16 .
% —8x°+20x—16

Polynomdivision:

(x'=7x’+12x°+ 4x—16):(x’—8x°+20x—16)=x+1
—(x*—8x*+20x*—16x)
x’— 8x°+20x—16

0
1 1
Also: _[ X =7x+12x"+4x—16 dx:f x+1dx:[lx2+xl =l-12+1—l-0—0=1,5
) x'—8x°+20x—16 0 2 0 2 2
2.8
log, ( ) 9 logb( ) 1 1 1
lo dx=| log,| —=2=" |dx= | log,(9)dx=| 2dx=[2x]',=2-1-2:(—1)=4
J g3( log, (x )) f ( tog, (v | = Toma(0)ax=] 1

1 1 1

f :_3 dx:fx e"dx= f3x e*dx=[x’e"],— [3xzex]é—f6xexdx

0 0 0

:[x?’ex](l)—[Bxzex](1)+[6xex]é—f 6e*dx=[x’e"],—[3x*e* ] +[6xe*],—[6€"];
0
=(e—0)—(3e—0)+(6e—0)—(6e—6)=e—3e+6=6—2e
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