Mathematik LK 12 M1, 2. Kursarbeit — Integrationsmethoden — Lésung 09.12.2016

Aufgabe 1: Berechne die folgenden Integrale.

2x+1 o :
1.1 f ————dx mit Hilfe der Partialbruchzerlegung.
X —4x+4

2x+1 _2x+1 __ A, B _Alx=2) B
X’—4x+4 (x=2) x=2 (x=2)* (x=2) (x—2)

Betrachte Zahler:
2x+1=A(x—-2)+B
Setze x=2 ein: 4+1=B < B=5

Setze x=3 ein: 6+1=A-(3-2)+5 o A=2

2x+1 2 5 2 5 5
————dx= +———dx= + dx=2In(x—-2)— +C
f X’—4x+4 f x—2 (x—2)2 f x—2 f (x—2)2 ( ) x—2
%
1.2 fsin(x)cos(x)dx mit Hilfe der partiellen Integration.
0

sin (x)cos (x ) dx=[sin (x)- sin(x)]zg— cos (x)-sin(x)dx

O Sy N [Q
S ey 1

@2-{ sin(x)cos(x)dx:[sinz(x)]g
@{ sin(x)cos(x)de%[sinz(x)]()%:%-(sinz(% —smz(O)):%-((%)z—Oz):%

1.3 ftan dx mit Hilfe einer Substitution.

1

sin(x) dz

Mit z=cos(x) folgt Z—iz—sin(x) & dx=—

Jtan(e)ae=f 300k o= SinZ<X>.(_Sin1(x))dz:_ J Lz =—tn(z)+ C=—In(cos(x))+C

Aufgabe 2: Berechne die folgenden Integrale mit einer Integrationsmethode deiner Wahl.

21 [ xcos(x)dx

Partielle Integration: [ x cos(x)dx=xsin (x)— [ 1-sin(x)dx=xsin(x)+cos(x)+C
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x+1 , x+1 _ 1 _ _
Q fﬁdx—f—(x_l)(x-bl)dx—f_X_ldx ln(X 1)+C

3

2.3 _fln(e"z4)dx:f(xz—4)dx:%—4x+c

2.4 f ln(x)dx Hinweis: Bitte vollstandigen Rechenweg aufschreiben. Es genugt nicht, die aus
dem Unterricht bekannte Stammfunktion anzugeben.

_[ln(x)de_[ (1n(x)-l)dx=ln(x)-x+Cl—f %-xdxzxln(x)—x+C=x(ln(x)—1)+C

2.5 fz(2t+sin(ln(x2+l)))dt

Da Uber t integriert wird, wird sin(In(x’+1)) beim Integrieren als Konstante behandelt:

£(2t+ sin(In (x2+1)))dt=[t2+sin(ln(x2+1))t]:i: 16—4sin(ln(x2+1))—(4—2sin(ln(x2+1)))

=12-2sin(In(x’+1))

2x—1
2.6 —————dx
T '[ Y +3x’—4

Partialbruchzerlegung. Faktorisiere zuerst den Nenner. Erste NST: x,=1 durch Probieren.

(¥+3x*>  —4):(x—1)=x’+4x+4=(x+2)° = x,=—2 doppelte NST.
_( 3_ 2)
4 4 2x=1 _A B C
X = + +
—(4x*—4x ) X’+3x°—4 x—1 x+2 (x+2)
_j;:j __A(x+2)  B(x-1)(x+2) _ C(x—1)
0 (x=1)(x+2)*  (x=1)(x+2)* (x—1)(x+2)’

Betrachte Zahler: 2x—1=A(x+2)+B(x—1)(x+2)+C(x—1)

Setze x=-2 ein: 2(-2)-1=C:(-2-1) & -5=-3C < C=§

Setze x=1 ein: 2:1-1=A(1+2) © 1=9A & A:%
1 5 31 4 1
Setze x=2 ein: 325-16+B-1-4+§-1 o 3:4B+? o —5:43 o ]3:_§

Also

2x—1 _ 1 B 1 5 _In(x—1) In(x+2) 5
fx3+3x2—4dx_f9(x—1)dx f9(x+2)dx+f3(x+2)2dx_ 9 o 3(x+2)"C
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3 2
2.7 %dx Polynomdivision:
x_
3+ 3 2 —4):(2x—1 :1 2+Z +Z_L
(¥+ 3x Jil2x=1)=g x4 xeg 8-(2x—1)
_( 3_05 2)
3,5x2
1,75x—4
—(1,75x—0,875)
]
8
3 2
x +3x—4 1 » 7 7 25 1 5.7 2.7 25
208 ==ttt —=2 ==X X+ x—In(2x—1
I 2x—1 & [5x4 8 82x—1)" 677878 16 n(2x-1)

1
X dz _ x d
28 [—L_ux substitution: z=¢' & x=In(z) = F="  dx==
o 1+e" dx e

1 1 dz 1 dz 1
= — == = d
= f1+exdx 1+z ex J‘]_'l'Z eln(z) '[Z(l'l'Z) Z

Partialbruchzerlegung: z(

Vergleiche Zahler: 1=A(1+z)+Bz
Setze z=—1 = 1=A(1+(-1))+B{-1) & 1=—B < B=-1
Setze z=0 => 1=A(1+0)+B-0 & 1=A

1 S S S L SR D S _ _
Also fmdz—f; 1_'_Zdz—fzdz 1_|_Zdz_ln(z)+C1 In(1+z)-C,

+C

=In(z)—In(1+z)+C=In(e*)—In(1+e*)+C=x—1In(1+e*)+C (ZIn( ¢

1+e”
. 1
In|—¢—|| =in| = |=1n| L |~0,3799
l1+e” 0 l1+e 2
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©
© Sy N1
wn
—
=
/\N
x
QU
b

fsinz dx:fsin )-sin(x)dx=sin (x)(—cos(x))+C,— f —cos(x)(—cos(x)))dx
< [ sin®(x)dx=—sin(x)cos(x)+C,— [ cos’(x dx——sm( )cos(x)+C, fl sin”(x )dx
o fsm )dx =—sin (x)cos(x)+C, fldx+fsm Jdx | +J'sm ) dx
= ZIsm )dx=—sin(x)cos(x)+C,—x+C, | :2

o fsm dx-—;(cos(x)sin(x)—x)%]

% g
_{smz( )dx——%[sin( )cos(x) x}(f:—%- 0—%)—02%
240 [2e™(Vx—1)dx
- o dz _ 1 _ _
Substituiere z=Vx = ——=—— & dx=2xdz=2zdz
dX \/X

Ize“;.(\/;_l)d‘x:f 232(2—1)22(12:f4Z€Z(Z—1)dZ:4f zzez—zezdz=4f ZzeZdZ—4f ze'dz

Berechne
f z’ ezdzzzzeZ+C1—f ZZeZdzzzzeZ—2(zez—f ezdz)+C2:zzeZ—2 ze’+2e’+C,=(7'—2z+2)e’+C,

f zezdzzzeZ+C4—I e'dz=ze’—e’+C,=(z—1)e’+C,

Also
4f2edz—4] ze’dz=4(7—2z+2)e'—4(z—1)e’+C=4-{22 =2 242—z2+1)e+C=4-(7=32+3)e’+C

Ruicksubstitution:
f26¢§.(\/§—1)dx:4-((¢x) 3\/;+3)e”+C 4(x 3«/?<+3)e *+C

x’—1
(x—2)*

Aufgabe 3: Wir betrachten den Graphen der Funktion f(x)=—

3.1 Berechne die Nullstellen der Funktion.

Nullstellen des Zahlers, die nicht Nullstellen des Nenners sind:
NST Zahler: x—1=0 < x.=1 & x,,=*1

NST Nenner: x;=2 doppelte Nullstellen

Also Nullstellen x,=—1 ; x,=1
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3.2 Begrinde, warum die Funktion zwischen den Nullstellen eine Extremstelle haben muss.

Die Funktion ist an jeder Stelle au3er den Polstellen stetig. Die Polstelle liegt bei X;=2, also
aullerhalb des Intervalls [-1;1]. Weil die Funktion stetig ist, muss es zwsichen zwei gleichen
Funktionswerten (hier 0) eine Extremstelle geben.

3.3 Berechne die Koordinaten der Extrempunkte der Funktion.

Notwendige Bedingung fur Extremstellen: Nullstellen der ersten Ableitungsfunktion.

fv(x):_(2X'(X—2)2—(x2—1)-2(x—2)):_(2x-(x—2)—2(x2—1)):_(2x2—4x—2x2+2)
(x—=2)' (x—2)° (x=2)°

(x)=— —4x+2|_4x-2
! ( ) ((x—2)3) (X—Z)3

1
NST Zahler: 0=4x,—2 < 2=4x, & X4=§ NST Nenner:  x,=2

Hinreichende Bedingung: f"(Xn)?fO oder Vorzeichenwechselkriterium.

, 4-0-2 . 4-1-2
VZWK: f (0):(0_2)3 >0 f (1): (1_2)3<0 VZW von + nach -, also Maximum bei X4=%.
_3
0,5°—1 4 3 1
-Koordinate Maximum: f(x,)=f(0,5)=—— =— ===
4

2

11
]!

A: Das Maximum liegt im Punkt (—

3.4 Berechne den Flacheninhalt der Flache, die zwischen dem Graphen von fund der x-Achse
eingeschlossen ist.

Die eingeschlossene Fléche muss zwischen den beiden Nullstellen liegen.

1

Y (x=2)

Die gesuchte Flache berechnet sich also mit A=

2_
Suche Stammfunktion: f —ﬁdx
X_

Zahlergrad = Nennergrad, deshalb Polynomdivision vor der Partialbruchzerlegung.

(¥ —1):(F—dx+a)=1+ 222
(x=2)
4x—5
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X=1 g [144X=5 o g [A4X=5
J'_<X_2)2dx_ fl (x—2)2d fld J.(X_2)2d

Partialbruchzerlegung:

4x-5__A B _A[x-2) B
(x—2) (x—2) (x—2) (x=2) (x=2)

Vergleiche Zahler: 4x-5=A(x—2)+B
Setze x=2 ein: 4-2-5=B & B=3

Setze x=3 ein: 4:3-5=A-(3-2)+3 & 7=A+3 o A=4

A _xol =— = [ 2 dx— 3 x=—x—4-In(x—2)+ 3,
Iso _[ (x 2>2dx fld f(x 2)d ”[(x 2>2d 4-In(x—2) (x=2) C
= 1 _xol x|=||—x—4-In(x— 3 1 =—1-4In(1- PR n(—1- 3
A Jql (x 2>2d “ 4-In(x—2) x Z)L 1-4In(1-2) T 1—4In(—-1-2) 3

Wegen In(-1) und In(-3) &8sst sich der Flacheninhalt ohne Benutzung komplexer Zahlen leider nicht
berechnen. Die Aufgabe ist an dieser Stelle gelost.

(Der tatsachliche Flacheninhalt betragt 0,39 F.E.)

_ x’—2x+3x—4
X —
X,=—1 und x,=1 sowie die x-Achse schlieRen eine Flache ein. Berechne den Flacheninhalt

dieser Flache. (Hinweis: Die Flache liegt komplett unterhalb der x-Achse. Diese Information darf
benutzt werden).

und die Senkrechten

Aufgabe 4: Der Graph der Ableitungsfunktion von f(x)

Weil die Flache komplett unterhalb der x-Achse liegt, missen die Nullstellen der Ableitungsfunktion
nicht berechnet werden und es gilt:

=[F L =lf()-f(-1)=

1°-21°+3-1—-4 _( (—1)3—2-(—1)2+3-(—1)—4)
1-4 —1-4

A= lff’(x)dx

= 2_2 :i
3 3
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