Mathematik GK 12 m2, AB 06 — Rechnen mit Vektoren Ill - Losung 26.04.2016

Aufgabe 1: Gegeben sind die folgenden Vektoren und Skalare:

2 -1 -1
r=s;s=1:a=(3 )5 0 ).2<{ 2 3(2)}(4)
4 4 0 8 2
Falls die folgenden Terme ungdltig sind, schreibe als Losung ,ungultig“. Berechne ansonsten und
vereinfache das Ergebnis so weit wie mdglich:
N 1 . -1\ [-1
14 a+b={3 |+ ={3] 12 »-¢=] 0 2 |=-1(-1)+0-2+4.0=1
4 8 4 0

8 2

12 60
=54 -12 ]=[ -60

0
4
v aa 2\ [
1.3 (Zz’-b)+(d-f)=(3 10 +(2)-(_4)=(2-(—1)+3-O+4-4)+(2-(—4)+8-2)=14+8=22
4 4
2 1
3 0

4 4 3 15

bilden.)

. o\ [[-1\ /-1 2
4

2
A= 3
4f\o 4 4

A W N

T+ 3 = {GF 8416129
r|(7-3)|+|(a-(3-2))|=302++29=47,8116

1.7 Berechne den zu @ passenden Einheitsvektor

2|

|5}

1.8 Berechne den Winkel zwischen @ und ¢
2 -1
311 2
9. 4 0 2:(=1)+3-2+4-0 4
ac
(@) @1el V29-4(=1)%+22+0° V2945 V145
=>¢=arccos (0,3322)=70,60 °

gl &l

=0,3322
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Xl
1.9 Bestimme die fehlenden Koordinaten des Vektors | x, |> der senkrecht sowohl zu d als
15
auchzu b steht.
. -1 3-4-4-0 12
Gxb stehtsenkrechtauf d und 5. a*b={3 |l o |=| 4-(-1)-2-4 |7 -12
4 4 2:0-3:(-1) 3
R Xy 12
Jedes Vielfache dieses Vektors steht auch senkrecht auf d und p. Also x, Ft| -12
15 3
X 12 60
Betrachte 3. Koordinate: 15=3t < t=5. Also | x, |75| -12 |={ -60
15 3 15

1.10 Die Vektoren d@ und ¢ spannen ein Parallelogramm auf. Berechne den Flacheninhalt
dieses Parallelogramms.

A=|axe|=|l -4 ||=V(-8)+(-4)*+7*=V64+16+49="129=11,36
7

1.11 Die Vektoren b und ¢ bilden zwei Seiten eines Dreiecks und der Verbindungsvektor von
b und T bildet die dritte Dreiecksseite. Untersuche, ob das Dreieck gleichseitig,
gleichschenklig, rechtwinklig oder unregelmaRig ist und berechne den Flacheninhalt des Dreiecks.

Untersuche die Seitenlangen:

N -
Bl=|| o J|=V(-1)*+0%+4*=T+16=+17
4
-1 - _
El=|[ 2 J|=V(-1)*+2*+0*=V1+4=15
0
. -0\l |[fo}] -
-zl=| o0-2 )|=|[-2 |[=V0+ (-2 +4’=Vva+16=120
4-0 4

Das Dreieck ist also nicht gleichseitig oder gleichschenklig. Es ist auch nicht rechtwinklig, denn in
einem rechtwinkligen Dreieck ware die langste Seite die Hypotenuse und der Satz des Pythagoras
musste gelten. Aber: 20#17+5

Die Dreiecksflache ist die halbe Flache desvon b und € aufgespannten Parallelogrammes.

- -8 _ Jaa
a=L)pxel=L1 | -4 =l-«/(—8)2+(-4)2+(-2)2=l-\/64+16+4=@=\/21=4,58
2 2N 2 2 2
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Aufgabe 2: Eine Pyramide hat die Eckpunkte
A(82|2),B(8]12|2),C(-4]14]2) und die Spitze S(2[8]7).

Die Grundflache der Pyramide ist ein Parallelogramm.

2.1 Begriinde, warum der Punkt D die Koordinaten D(-4[4]2)
haben muss.

Wenn die Grundflache ein Parallelogramm ist, muss gelten:
b-d=¢-d und d-d=¢-b
0

. 8-8 L[4
b-d=| 12-2]={10] ¢-d=| 14-d, ]| Also
2-2 0 2-d,

~4-d\ 0=-4-d, & d=-4 _ [-4
10 || 14-d, | = 10=14-d, < d,=4 = d=| 4
0 2-d, 0=2-d, < d,=2 2

2.2 Zelchne die Pyramide in ein geeignetes Koordinatensystem.

lll - Lésung 26.04.2016

% &

18 X%

Pl

L

2.3 Zeige rechnerisch, dass die Grundflache ein Parallelogramm, aber kein Rechteck ist.

Parallelogramm: Die gegentiberliegenden Seiten miissen gleich lang und parallel sein. Dies ist der

Fall, wenn die Verblndungsvektoren ZW|schen den Ecken gleich

sind). Also muss gelten: b-gd=¢—-d und d-g=¢-b
b-a=] 12-2 11 10 c—d=l 14-4 =l 10] ok
2-2 0 2-2 0
. [4-8 -12 L - [ 478 -12
d-a={ 4-2 7| 2 c-b=f14-12 )| 2 o.k.
2-2 0 2-2 0

lang und parallel sind (bzw. gleich

Rechteck, wenn AB BC=0

o . fo\[-12
AB-BC=[10 M 2
0 0

=012+102+00=20
Also kein Rechteck.
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2.4 Das Volumen der Pyramide betragt 200 Volumeneinheiten. Berechne die Hohe der Pyramide.

1 .
Benutze V= 5- G h. Die Grundflache G ist ein Parallelogramm, dass durch die Vektoren AB

0 12 0
und AD aufgespannt wird. Es giit G=|ABx ADI=|{10 2 FI{f o F120
0 0 120
1 2
= 3 Gh o h= %= %= 5 A: Die Hohe der Pyramide betragt 5 Langeneinheiten.

2.5 Zeige rechnerisch, dass sich die Spitze der Pyramide genau senkrecht tiber dem Schnittpunkt
der Diagonalen der Grundflache befindet.

Hier gibt es mehrere Losungswege, von
denen zwei vorgestellt werden.

1.) Der Schnittpunkt der Diagonalen
teilt die Diagonalen in der Mitte, weil die
Grundflache ein Parallelogramm ist.
Wenn M der Schnittpunkt mit dem
Ortsvektor m ist, muss also gelten:

= a+%A*c (oder m= B+%Bi)).

Der Verbindungsvektor von M nach S
muss senkrecht auf den Diagonalen
stehen, wenn die Bedingung der Aufgabenstellung erfillt ist. Also muss man nur noch den

Wahrheitsgehalt der Gleichung AC MS=0 (oder BD-MS=0) prifen.

o o1 (8 1 [7478) (8 1 f712) [8) [~6)_[2
m=d+>AC=(2 |+--f 14-2 |={ 2 |+o| 12 J={ 2]+ 6 |78
2 2-2 2 0 2 0 2
. 2-2 0
MS=m-3=]8-8 |5l 0
2-7] \-5
AC-MS={ 12 J{ 0 JF-12:0+12:0+0-(-5)=0 q.e.d.
0 -5

2.) Wenn die Spitze genau senkrecht Uber der Mitte der Grundflache steht, missen gegenuber
liegende Seitenkanten jeweils gleich lang sein.

N 8-2 6 N 8-2 6

SA=d-3S= 2-8 =1 -6 SB=bp—-3= 12-8 1=l 4
2-7 5 2-7 5

N —4-2 -6 N -4-2 6

SC=¢-3=\14-8 || 6 | SD=d-3=| 4-8 |=|-4
2-7 5 2-7 5

Man sieht sofort: |S_A|=|S_C| und |S_B|=|S_D| g.e.d.
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