Mathematik LK M1, 1. Kursarbeit — Folgen und Reihen — Lésung 27.09.2013

Aufgabe 1: Grenzwerte
1.1. Gib fir die folgenden Begriffe jeweils eine gultige Definition aus dem Unterricht an:
1.1.1 Monotonie einer Folge

Def.: Monotonie einer Folge

Eine Folge (a,,) mit a,€R heilt (streng) monoton steigend, wenn gilt:
anSanH(an<an+l)VnelNo
Eine Folge (a,) mit a,€R heift (streng) monoton fallend, wenn gilt:
anZanH(an>anH)Vn€INo

1.1.2 Beschranktheit einer Folge
Def.: Beschranktheit einer Folge

Eine Folge (a,) mit a,€R heiRt nach oben beschrankt, wenn gilt: ISER:S>a, Vn
Eine Folge (a,) mit a,€R heiRt nach oben beschrankt, wenn gilt: I/€R:1<a,Vn

Eine Folge heildt beschrankt, falls sie nach oben und nach unten beschrankt ist.
1.2. Prife mit Hilfe der Definition des Grenzwerts, ob die Folge (a,,) den Grenzwert G besitzt:

Fir die folgenden Aufgaben wird die Grenzwertbedingung |a,,—G|<e fir €e>0 benutzt. Ist G der
Grenzwert, so wird sich eine Bedingung fiir ein 71, finden, so dass flralle n>n, die
Grenzwertbedingung erfullt ist.

_A—ntl _
124 a=—> ; G=0 (122 a=1-—— ; G=1 |123 a,=2""; G=2
n+1 2n+1
2 1 ‘2 n+1 2‘<€
—0|<e 1- —1li<e 1 1 -
n+1 ‘ 2n+1 ‘ 2n+15§V” , also ist
a —0>0Vn, also — —n+1
g <e Der Nenner ist 27" =2<0Vn
<c ’—1 2n+1
n+l1 immer positiv, also istder Bruch | _(7="+1_p)<¢
n;1>é -2 insgesamt immer negativ, also I e | =2
_ -1 —n+1
— <e — — (=
2 2n+1 | 27 <e=2 | (-1
n+l>% | —1 1 27 >—e+2 | log,
n>%_1 2n+l>¢ | —1 —n+1>log,(—e+2) | —1
€
Die Grenzwertbedingung ist fiir 1 1 n<—log,(2—¢)+1
2 - - n>_-——— Die Grenzwert- Die Grenzwertbedingung ist nur n
I Z_ rfullt, al t . ; .
ale n>g—1 nuilL asols 2e 2 | — kleiner als ein bestimmter Wert
G=0 der Grenzwert von bedingung ist fiir alle n>-——— | erfillt, also nur fiir endliche viele
a,. 2e n, alsoist G=2 nichtder
erflllt, alsoist G=1 der Grenzwert von d..
Grenzwertvon a,.
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1.3 Zeige mit Hilfe des Satzes Gber Monotonie und Beschranktheit, dass die Folge
1
a,=—+1 ,n€N einen Grenzwert besitzt.
n

Wenn a, ist streng monoton fallend, muss gelten:

2 2
L i<lir (n1P>n® |
(n +1 ) n n+l>n | —n
1 1 - 1>0 wahre Aussage, also ist auch die
(n 11 )2 <n_ | urspringliche Aussage wahr, also ist die Folge
monoton fallend.

n

1
a, ist nach oben beschrankt, weil 611:?4'1:2 der grofte mdgliche Wert ist. Alle folgenden

Werte sind kleiner, weil die Folge streng monoton fallend ist.

a, ist nach unten beschrankt, weil a,>0 Vn (Das muss nicht extra bewiesen werden).

1
optionaler Beweis: —+1>0 © —>—1 < 1>—1-n’ wahr, weil neN.
n n

Also ist a, beschrankt und monoton fallend und muss somit einen Grenzwert besitzen.

1.4. Berechne die (ggf. uneigentlichen) Grenzwerte der folgenden Folgen mit Hilfe der Grenzwertsatze.

141 a,=n"=5000+42 |4, , -1, 143 a-— 4n’—2n+20
lim a, ) "on " 52 (n+10)(n—10)+ 8000
n—oo ma, S

. X 500 42 —— _ 34n2 2n+20
=lim|n 1—7-1-? . ( 2( 1 +1)) 5n°(n>—100)+8000
n—o =lmin ) 5
=(lim nz)-(1—0+0)=00 AN = Sir;-mz(;lti(;ooo
n—co =(hm nz)-(O—i-l):oo " 2” 20
n— o nS. 4__4+_5
. n n
ni(s—-§99_+80?°
n n
2 20
lim a, =lim
oo " o | 500 . 8000
Sm5
n n
_4-0+0_4
5-0+0 5
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1.5 Beurteile den Wahrheitsgehalt der folgenden Aussagen. (Schreibe "wahr" oder "unwahr" hinter die
entsprechende Aussage).

Aussage wahr
/lunwahr

Wenn die Folge (a”) den Grenzwert G hat, kann sie nicht den Grenzwert L haben, wahr

wenn G#L.

Jede beschrankte Folge hat einen Grenzwert, falls es ein €e€IR mit €>0 gibt, so nwahr

dass fur alle n>n,€N gilt: |a,|<€ u

Wenn die Folge (a”) mindestens eine konvergente Teilfolge besitzt, so ist (a,,) unwahr

ebenfalls konvergent.

Wenn die Folge (a,,) streng monoton steigend und nach oben beschrankt ist, so besitzt wahr

sie einen Grenzwert.

Jede Folge (an), die monoton fallend und nach oben beschrankt ist, divergiert. unwahr

1.6. Prife jeweils, ob es sich bei den folgenden Folgen um eine arithmetische Folge oder eine
geometrische Folge handelt, oder ob die Folge weder geometrisch noch arithmetisch ist.

:2n—|—2

1 nelN,

164 a,

Vermutung: «a, ist eine arithmetische Folge. Bedingung fiir arithmetische Folge:
2(n+1)+2 2n+2 (n+1)+1 n+l1_n+l+l—=(n+1) 2-1 1

4 4 2 2 2 2 2
Alsoist a, isteine arithmetische Folge.

a,.,—a,=konstant

Lo L L e oneN,

11 L
397 277 81" 243°

anz(—%) Vermutung: &, ist eine geometrische Folge. Bedingung flir geometrische Folge:

1 n+1

Y 1
m=k0nstant 3 . (_l) :_l Also ist a, ist eine geometrische Folge.
a, 1 3
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Aufgabe 2: Beweis durch vollstandige Induktion

2. Beweise mit Hilfe der vollstandigen Induktion die folgenden Behauptungen:

Z":l,:n-(nJrl)
i=0 2

WZO o.k.

0
Induktionsanfang: linke Seite: Z k=0  rechte Seite:

k=0

n+1 n+

Induktionsschritt: Zk:(z +(n+1)= (n+1)+(n+1):n(n+1)+2(n+1):(n+1)2(n+2)
g.e.d.
2.2 Z (k+1)) (n+1)(n+2)
Induktionsanfang: k=0

0
linke Seite: Y. (i(i+1))=0-(0+1)=0 rechte Seite: %-0'(0+1)~(0+2)=0 o.k.

i=0

Induktionsschritt:

n+1 n
Z (k+1)) n+1)(n+1+1)+2(k(k+l)) Jetzt Behauptung einsetzen:
k=0

=0

b

=(n+1)(n +2)+%n(n+ 1)(n+2) (n+1) und (n+2) ausklammern

=(n+1)(n+2)-(1+=

1
3
=—(n+1)(n+2)3+n) qed.

n

1
5 ausklammern

w|~

n

4k:2n(n+1)

g
w

b
Il

Induktionsanfang: k=1 linke Seite: H4k:41:4 rechte Seite: 21(1“):22:4 o.k.

k=1
Induktionsschritt:
n+1
H YL L H 4% Behauptung einsetzen:
k=1 k=1

n+1

.271(!1—0—1)_22(n+1).2n(n+1)

22(n+1)+n(n+l)_2('7"‘1)(”"‘2) g.e.d.

:4n+1.2n(n+1):(22) _
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