Mathematik GK 11 m3, AB 06 — Klausurvorbereitung Differentialq. — Lsg.

Aufgabe 1: Berechne

15.11.2010

(4%’ +5x*+5x+1)
(4x+1)

a)

(4> +5x°+5x+1):(4x+1)=x>+x+1
4x>+x°

4x°+5x+1
4x°+ x

4x +1
4x+1

0

(4x*+2x°+8x*—4x—4)
(2x’+4x—4)

c)

X' +x +4Xx"—2x—2):(x +2x—2)=2X+
(2x*+ X +4x7—2x—2): (¥’ +2x—2)=2x+1
2x* +4x*—4x

x° +2x—2
X +2x—2

0

(—4x’+9x+4)
(—=2x*+x+4)

b)

(4x° —9x—4):(2x*—x—4)=2x+1
x’—2x>—8x

2x*—x—4
2x*—x—4

0

Aufgabe 2: Bestimme

=lim (a+5)=—5+5=0

a) lim x4+%x2+1000x2): lim i4+1im 1000,25 x*=0+0=00
X— —00 x——w X X— —00
b) lim a’+10a+25 — lim (a+5)
a—-—5 Cl+5 a—-—5 a+5 a——5
20 20
~20 Tz ==
lim [ 2 =1 =1i
°) zlf?o(z—m) i~ ( 30) | 30
z|1—— 1——
z z
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Aufgabe 3: Bestimme die Nullstellen der folgenden Funktionen

1

1
= xt+—
a) g(x)==7556"* 7000

1 1
1000 " 7000

o—x,+1=0 | -1
o—x,=-1 |

ox,=1

0| -1000

(=1

b) f(x)=x(x+4)(x—4)(x—1)

Einfach ablesen: x,=0,;x,=—4,x;=+4, x,=+1

c) h(x):—%x2+2x+10

—%xi+2xn+1020 |

oxi—8x,—40=0
p-g-Formel:

=x,,=4 24>+ 40=4%56

= x,~11,48
= x,~—3,48

d) f(x)=x*—x’—16x’+16x

In jedem Summanden steht ein x. Also ist x,=0 die
erste Nullstelle (man kann x ausklammern)

F(x)=x(xX =x’—16x+16)

Betrachte nur noch, wann die Klammer gleich null wird.
= x*—16x+16=0

Probiere, ob x,=1 die Gleichung erflllt:

1°-1°-16-1+16=0 stimmt. Alsoist x,=1 die
zweite Nullstelle. Berechne:

X’ =x'—16x+16:(x—1)=x"—16
x—x?

—16x+16

—16x+16

0
Bleibt die Betrachtung von x*—16=0 | +16
x2:16 =>.X3/4:i4

Also sind x,=0,;x,=1,x,=—4,x,=4
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Aufgabe 4: Gegeben ist die Funktion £ (x)=3x"—4x"—3x’ +x’+4. Zeige mit zwei
verschiedenen Methoden, dass x,=2 keine Nullstelle von f (x) ist.

1. Ausprobieren: £ (2)=3-2°-4-2*-3.2’+2°+4=16 und nicht gleich null.
2. Polynomdivision: Beim Teilen durch (x-2) darf kein Rest Ubrig bleiben.

(3xM5 -4xM4 - 3x"3 + x72 + 4):(x-2) = 3xM +2x"3 +x"2+3x+6 Rest 16
3xA5 - 6xM4

2xM - 3xA3 + xM2 + 4
2xM - 4x1N3

x"3 + x"2 + 4
x"3 - 2x"2

3x"2 + 4
3xM2 -6x

6x + 4
6x -12

16

Aufgabe 5: Gegeben ist die Funktion £ (x)=—4x’+12x’+4x. Bestimme alle Stellen der
Funktion (alle x-Werte), fur die f(x)=12 ist.

Losen der Gleichung  12=—4x’+12x*+4x |-12
& —4x’+12x"+4x—12=0 Probiere x,=1

—4-1+12:1’+4-1-12=0
©—4+12+4—12=0 o.k.alsoist x,=1 der erste gesuchte x-Wert.

Berechnung der weiteren x-Werte mit Polynomdivision:

(-4xM3 +12x72 + 4x -12): (x-1) = -4x"2 + 8x + 12
“4XM3 + 4xN2

8x"2 + 4x -12
8x"2 - 8x

12x -12
12x -12

0
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Also noch Lésen von —4x*4+8x+12=0 |: (-4)

©x*—2x-3=0 p-g-Formel

= x,=1+V1+3=1+2

=>x,=—1,;x,=3

Die gesuchten x-Werte sind x,=—1,x,=1, x;=3

Aufgabe 6: Berechne den Differenzenquotienten der folgenden Funktionen im Intervall |2 ;3]

Der Differenzenquotient ist die Steigung der linearen Naherungsfunktion im Intervall

f(xz)_f<x1): 3-3+15-(3:(=2)+15) _30

a) f(x)=3x+15 m= p— (2] _?:6
5 5
—= 42—~ +2] _3.5
b) f(0==342 f(r)-flx)_ 3 ( (-2 ") "o _1,1_5
* T T 3-(—2) ~T 5 9'4 36

_3'-2:3°-2:3+10—((—2)'~2/(=2)°~2:(-2)+10) _23

c) f(x)=x’-2x"-2x+10 m

3—(-2) 5
Aufgabe 7: Berechne den Differentialquotienten der folgenden Funktionen an der Stelle  x,=2.
a) f(x)=—2x*+5 mitder x-Methode*

S (x,)=1lim M:lim _2X2+5_(_2‘22+5):hm —2x°+8

XX, X=X x> X, x—2 X=X, x—2

Nebenrechnung Polynomdivision:

(—2x*+8):(x—2)=—2x—4
—2x*+4x

—4x+8
—4x+38

0

£(2)=lim (—2x—4)=—2-2—4=—8

X=X,
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b) f(x)=x’—2x’+x mitder h-Methode*

f(xgth)=f(xy) . (24h)]=2-(2+h)*+(2+h)—(2°—2-22+2)
[ (xo)=lim P =lim

h—0 h—0 h

234322 h43- 214+ 1P = 2-(4+4h+ 1) +(2+h)-2 8+12h+6h*+h —8—8h—2h*+h

=lim =lim
h—0 h h—0 h
2 3
—lim 2 AN S A P =54040=5
h—0 h h—0

Aufgabe 8: Berechne die Ableitung von fan der Stelle x,, also f'(x,).

LYo np- ey 2-2 Lot 6h+ wy-3-1 Lyeag |

£1(3) = lim3 3 3: lim3 = lim 3 = lim=h+1= 1

h- o h B0 h R0 h ha 0

1
b) f(x)=m,x0=0
1 1 9 : h*-9
- 2 2 2

£1(0) = hm 979, = lim 9”‘ 9 9y, pl

o h " h 0 9(h*- 9) h

2

m = lim =
h-09h(h*-9) 1 09(h*-9)

1
c) f(x)-= 5x3+ 2x2+ 2x, x,= -1

Y-y 4 2n- 14 208- 1 1 L= 3m24 30- 14 202- 28+ 1+ 2h- 24 L
S D= lim 2 2 - lim2 2
h ”0 h
LS PRE Y |
=lim#'hm SOt D= - o
e 0 h 2

d) f(x)= %xS- 3x2+ 18x, x, = 4

Lasny -3t npe 184 - (i43— 3042+ 1814) i(64+ 48h+ 12k + h*)- 3(16+ 8h+ h2)+ 72+ 18K~ 40
J'(4)= lim . = lim p

ih3+ 6h
4

= lim

= limlh2+ 6=6
h- 0 h h-0 4
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Aufgabe 9: Gegeben ist die Funktion  f (x)=—0,5x"+2
a) Stelle die Funktionsgleichung der Tangenten von f(x) am Punkt P,(2|-2) auf.

Der Punkt P; hat die Koordinaten Pl(xo‘f(xo)) ,alsoist x,=2 und f(x,)=—2
Berechnung des Differentialquotienten an der Stelle x,=2 , der gleich der Steigung der
Tangenten ist. Also ist die Steigung der Tangenten m,=f'(x,)

Entweder mit x- oder mit der h-Methode, je nach Geschmack. Je héher der Grad der Funktion,
desto eher bietet sich die x-Methode an.

Hier h-Methode:

S (xg+h)—f (x,) —0,5-(2+h)+2—(-0,52°+2)

£ (x)=f"(2)=lim =lim
h—0 h h—0 h
o =0,5(2° 432 h 432K+ R) 4246 .. —0,5(8+12h+6h°+h)+4
=lim =lim
h—0 h h—0 h
2 3 2 3
iy —4=0h=3K =05 +4 _ . —6h=3h—0,5h lim —6—37—0.5
h—0 h h—0 h h—0
=—6-0-0=—6

Die Tangentengleichung ist eine Geradengleichung und lautet: f (x)=m,x+n

Einsetzen von m; und vom Punkt P4, also die x-Koordinate fiir x und die y-Koordinate fur f(x).

—2=—6-2+n
o—2=—124+n |+12
<10=n

Die Tangentengleichung lautet also:  f (x)=—6x+10
b) Stelle die Funktionsgleichung der Normalen von f(x) am Punkt P ,(2|-2) auf.

Die Normale steht senkrecht zu der Tangenten. Also wieder erst den Differentialquotienten
berechnen, um die Tangentensteigung zu ermitteln. Hier haben wir das schon in Aufgabe a)

gemacht, also m,=—6

Fur zwei senkrechte Geraden gilt: m,-m,=—1 Hier: m,m,=—1 also
1 I 1

m,=——=———-

m —6_8

t

Einsetzen von Pyin  f (x)=m, x+n

_2:%-24-7’1 @—2:%_’_” | _%
7 . . o ;
@—g_n Also lautet die Normalengleichung f<x>“€x‘§
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Aufgabe 10: In Segelflugzeugen sind haufig Flugschreiber eingebaut, die die Flughdhe in
Abhangigkeit von der Flugzeit automatisch aufzeichnen.

m

Z
1000 1o

=

)
900 T Flugbarogramm
800 A 3

E
™ T /\N
600 ' - - —a | | |
C NG

500 4 ' ' y 1 ' ' -
A00 . . - | . | | | _
AT
300 - - !
200 4

100 1
Flugzeit

L

L I L ] I T .
10 20 30 40 50 6O mMin

a) Berechne die mittlere Hohenanderungsrate (Steiggeschwindigkeit) zwischen Punkt E und
Punkt H.

h(t) - h(t,) 700- 500 _ 80
m= = it B(42,51700), H (601500) also m= -~z - = -1143
o1, Mt E(42:3700). H{60IS00) also m= ol

A: Die mittlere Hohenanderungsrate zwischen Punkt E und Punkt H betragt -11,43 m/min, d.h. das
Flugzeug sinkt mit einer Geschwindigkeit von etwa 0,19 m/s.

b) Gib eine lineare Naherungsfunktion g(t) fir den Abfall der Flughéhe zwischen Punkt E und
Punkt H an.

g(t)=m-t+n Zeittin Minuten. Mit der berechnten Steigung g(¢)=—11,43-t+n

Setze Punkt H in die Funktionsgleichung ein:
500=—11,43-60+n <n=118571 =g(t)=—11,43t+1185,71
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c) Erstelle, unter Verwendung der in b) berechneten Naherungsfunktion, eine Prognose, auf
welcher Flughohe sich das Flugzeug zum Zeitpunkt ¢,=80 befinden wird.

o(t)=—11,43¢+1185,71 , =80
2(80)=—11,43(80)+1185,71=271,31

A: Das Flugzeug wird sich nach einer Flugzeit von 80 Minuten voraussichtlich in einer Hohe von
271,31 Metern befinden.

Aufgabe 11:

Herr V. fahrt leidenschaftlich gerne schnelle Autos. 20 m nach dem Ortsausgang von Abu Dhabi
muss er nochmal an einer Ampel stehen bleiben. Danach beschleunigt er seinen Wagen maximal.
Bei ,Vollgas* bewegt sich sein Ferrari nach dem Weg-Zeit-Gesetz s(¢)=20+3,5-t> (Gerechnet
ab Ortsausgang).

a) Welche Geschwindigkeit hat sein Ferrari nach 1 Sekunde, nach 2 Sekunden, nach 3 Sekunden?
Lésung: Die Geschwindigkeit v an der Stelle t,ist die Ableitung von s(t,): v(t,)=s'(t,)
Berechnen von s'(t;) nach der ,h-Methode“ fiir t,=1; ¢,=2,; t,=3sek.

)= s(t1+h2—s(tl)

_s(1+h)—s(1) _204+3,5(1+h)*—20+3,5-(1)> _3,5-(14+2h+4*)+3,5
B h B h B h

2
:3’5”“2’5}’ =33 743.5h=7 fiirh—0

s'(1)
s'(1)

Die Berechnung fiir t,=2 und ;=3 geht analog.
Ergebnis: s'(2)=14,s'(3)=21

A: Nach 1 Sekunde hat das Auto eine Geschwindigkeit von 7 m/s.Nach 2 Sekunden hat das Auto
eine Geschwindigkeit von 14 m/s. Nach 3 Sekunden hat das Auto eine Geschwindigkeit von 21
m/s.

b) 80 m nach der Ampel steht eine Radarfalle der Polizei. Die maximale Hochstgeschwindigkeit
betragt 27,7 m/s (also 100 km/h). Berechne, ob Herr V. ,geblitzt* wird oder nicht.

Lésung: Zunéchst muss ermittelt werden, zu welchem Zeitpunkt das Auto 80m von der Ampel
entfernt ist. Es muss also das richtige t, bestimmt werden und von diesem t, die Ableitung (also
Geschwindigkeit).

80m hinter der Ampel sind 100m hinter dem Ortsausgang. Da die Funktion die Strecke ab

Ortsausgang berechnet, muss auch dieser Wert eingesetzt werden, um das richtige to zu
bestimmen. Also:
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80 80
100=20+3,5-t§©80:3,5t§®t§:§:>tO:i (3’5

)=+4,8 sek

Physikalisch sinnvoll ist nur, dass to positiv ist (keine negative Zeit).

Zur Berechnung der Geschwindigkeit muss also die Ableitung von s'(t,) fiir t,=4,8 gebildet
werden.

Ergebnis berechnet wie in a): s'(4,8)=33,6ml/s
Antwort: 80 Meter nach der Ampel hat das Auto eine Geschwindigkeit von 33,6 m/s. Diese

Geschwindigkeit liegt (iber den erlaubten 27,7 m/s (auch (ber der Toleranz, die hier nicht
berticksichtigt wird). Herr V. muss also mit einem Strafzettel rechnen.
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